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第1章 関係

今まで，写像（関数）の形式的定義を紹介しました．
これはXからYへの写像（のグラフ）を，直積集合X×Yの部分集合と
して扱う方法でした．
写像は

f = (Gf , X, Y )

で定義されました．Gf は f のグラフで直積集合X × Y の部分集合です．
今後，

f(x) = x2(x ∈ X)

のようにX の要素 x に対して対応する Y の要素が具体的に与えられてい
る場合は，写像の表現

f = ({(x, x2)|x ∈ X}, X, Y )

の替わりに，
f : x ∈ X 7→ x2 ∈ Y

あるいは
x ∈ X

f7−→ x2 ∈ Y

と表します．写像と同様に，直積集合の部分集合で定義できるものとして，
2項関係があります．
「x ≤ y」とか「xと yは 7 を法として同値」といった二つの変数に関す
る関係です．これを形式化して扱うのにも直積集合を使います．

1.1 関係の形式的定義

X をその要素に関係を定義する対象の集合とします．RがX 上の関係
であるとは

R ⊆ X × X

　ただし，
X × X = {(x, y)|x ∈ X and y ∈ X}
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が成り立つことを言います．RはX の 2乗直積X × X の部分集合であ
るだけですが特にRが「関係」であることを強調するために (x, y) ∈ R 　
の替わりに，R(x, y)とか，xRy，また，関係が Rであることを明記しな
くても良い場合は x ∼ yなども用います．

1.2 同値関係

整数での mod演算などで，今までもでてきましたが X 上の関係 Rが
特に次をみたすとき RはX 上の同値関係と言います．（1）X の任意の元
x ∈ X について xRx

(∀x ∈ X)((xRx) ⇒ yRx)

　「自分自身は友達」（2）Xの任意の二つの元 x ∈ X,y ∈ Xについて xRy

ならば yRx

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(xRy ⇒ yRx)

　「君が僕の友達なら，僕は君の友達」（3）Xの任意の三つの元x, y, z ∈ X

について xRyかつ yRzならば xRz

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(∀z ∈ X)((xRy and yRz) ⇒ xRz)

「友達の友達は，友達だ」xRyを「xと yは（関係Rについて）同値」な
どと言います．

∆ = {(x, x)|x ∈ X}

とおき，写像のグラフと同様に

R−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ R}

R · R = {(x, z)|(∃y)((x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R)}

とすると上の条件は以下の (1’) ,(2’) ,(3’) と同じです．

(1′）∆ ⊆ R

　 (2′）R = R−1　

(3′）R · R ⊆ R

[証明]
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（1）⇔（1’）については xRxが (x, x) ∈ Rの別表現でしたから

(∀x ∈ X)(xRx) ⇔ (∀x ∈ X)((x, x) ∈ R)　

(∀x ∈ X)((x, x) ∈ R) ⇔ (∀w)(w ∈ ∆ ⇒ w ∈ R)

(∀w)(w ∈ ∆ ⇒ w ∈ R) ⇔ ∆ ⊆ R

(2) ⇔（2’）については
まず（2）を仮定すれば，
　X の元 x, yを任意にとると

(x, y) ∈ R ⇔ xRy

xRy ⇒ yRx

yRx ⇔ (y, x) ∈ R

(y, x) ∈ R ⇔ (x, y) ∈ R−1

となるので

(∀w)(w ∈ R ⇒ w ∈ R−1)

すなわち　R ⊆ R−1

全く同様に

R−1 ⊆ R

よって　
(2′) R = R−1

　が成立．
逆に（2 ’）を仮定すれば，
X の元 x, yを任意にとると

xRy ⇔ (x, y) ∈ R

(x, y) ∈ R ⇔ (x, y) ∈ R−1

(x, y) ∈ R−1 ⇔ (y, x) ∈ R

(y, x) ∈ R ⇔ yRx

すなわち

(2) (∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(xRy ⇒ yRx)
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が成立．

(3）⇔（3’）についてはまず（3）を仮定すれば，
X の元 x, zを任意にとると

(x, z) ∈ R · R ⇔ (∃y)((x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R

(x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R ⇔ xRy and yRz

xRy and yRz ⇒ xRz

xRz ⇔ (x, z) ∈ R

となるので
(∀w)(w ∈ R · R ⇒ w ∈ R)

すなわち　
(3′) R · R ⊆ R

　が成立．
逆に（3 ’）を仮定すれば，
X の元 x, y, zを任意にとると

xRy and yRz ⇔ (x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R

(x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R ⇒ (∃y)((x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R)

(∃y)((x, y) ∈ R and (y, z) ∈ R) ⇒ (x, z) ∈ R · R
(x, z) ∈ R · R ⇒ (x, z) ∈ R

となり，x, y, zを任意は任意にとったので

(3）(∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(∀z ∈ X)((xRy and yRz) ⇒ xRz

が成立．

[証明終り]

問題
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1. X = {a, b, c} とするとき R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, c)} は同
値関係の例です．他の例を作ってください．

2. X = Z 　 Z は整数全体の集合

R = {(n,m)|m ∈ Z and n ∈ Z and (∃k ∈ Z)(n − m = 7k)}

とするときRは同値関係であることを示して下さい．
特にこの関係についてmRnをm ≡ n(mod7)で表します．

1.3 分割，同値類

X 上の同値関係 Rについて,X の元 xと同値な X の元 y全体の集合を
ρ(x)で表します．

ρ(x) := {y|xRy}

これを xの同値類と呼びます．このとき

(1)(∀y ∈ X)(y ∈ ρ(x) ⇔ xRy)

(2)(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) (ρ(x) = ρ(y) ⇔ xRy)

(3)(∀x ∈ X)(∀y ∈ X) (ρ(x) ∩ (y) 6= v ⇔ xRy)

(4)
∪

x∈X

ρ(x) = X

[証明]

(1) Xの元 yを任意にとり y ∈ ρ(x)とすれば，ρ(x)の定義から xRyとな
る。逆に xRyなら定義により y ∈ ρ(x)

(2) Xの元 x, yを任意にとると，ρ(x) = ρ(y)とすると x ∈ ρ(x)から xRy

逆に xRyとして
zを任意にとって z ∈ ρ(x)とすると zRxゆえ，これと xRyから
zRy　従って　 z ∈ ρ(y)
zは任意にとったから

(∀z)(z ∈ ρ(x) ⇒ z ∈ ρ(y))

よって ρ(x) ⊆ ρ(y)
同様にして ρ(y) ⊆ ρ(x)も得られるので，

ρ(x) = ρ(y)
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(3) X の元 x, yを任意にとると，

ρ(x) ∩ (y) 6= Φ

なら　
(∃z)(z ∈ ρ(x) and z ∈ ρ(y))

z ∈ ρ(x) and z ∈ ρ(y)から　 zRx and zRy　が得られ，xRy

逆に xRyなら　 (1)から　 ρ(x) = ρ(y)　従って　

ρ(x) ∩ ρ(y) 6= Φ

(4)任意の x ∈ X

について xRxですから，x ∈ ρ(x)
よって {x} ⊆ ρ(x)

∪
x∈X

ρ(x) ⊇
∪

x∈X

{x} = X

一方 ρ(x) ⊆ X ですから

∪ρ(x) ⊆ X , x ∈ X

結局

∪
x∈X

ρ(x) = X

[証明終り]

問題
X = {a, b, c, d}とするとき

R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c, c), (c, d), (d, c), (d, d)}

は同値関係の例です．ρ(a), ρ(b), ρ(c)を求めてください．
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1.4 商集合

Xの各元 xについての同値類 ρ (x)の全体をX/R で表し，XのRによ
る商集合と言います．

X/R = {ρ(x)|x ∈ X}

上の (1)から (4)によれば

(∀s ∈ X/R)(∀x ∈ s)(s = ρ(x))

(∀s ∈ X/R)(∀u ∈ X/R)(s ∩ u 6= Φ ⇒ s = u)

(∀s ∈ X/R)(∀u ∈ X/R)(s 6= u ⇒ s ∩ u = Φ)∪
s∈X/R

= X

X は同値類の
s ∈ X/R

で分割されています．

問題

X = Z, Z は整数全体の集合

R = {(n, m)|m ∈ Z and n ∈ Z and (∃k ∈ Z) (n − m = 7k)}

とするときRは同値関係です．

∪
x∈Z

ρ(x) = Z

を確かめて下さい．X/R の元はいくつありますか？

1.5 写像の標準分解

f : X → Y とします．X 上の同値関係 xRyを f(x) = f(z)で定義しま
す．Rの直積による表現は

R := {(x, z)|x ∈ X and z ∈ X and f(x) = f(z)}

です．
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X からX/Rへの写像 pを

p : x ∈ X 7→ ρ(x) ∈ X/R

で定義します．
このときX/Rから f(X)への写像 fR が

fR : ρ(x) ∈ X/R 7→ f(x) ∈ f(X)

f = ({(ρ(x), f(x))|x ∈ X}, X/R, f(X))

で定義され，これは双射で

f = idY · (fR) · p

ここで idY 　は Y 上の恒等写像　

(∀y ∈ Y )(idY (y) = y)

という関係が成り立っています．これを f の標準分解と言います．
[証明]

(1) まず，

fR : ρ(x) ∈ X/R 7→ f(x) ∈ f(X)

が写像を定義していることを確認します．すなわち

f = ({(ρ(x), f(x))|x ∈ X}, X/R, f(X))

が写像になっていることを確認します．
ρ(x)は xとRについて同値な zによって ρ(x) = ρ(z)となります．
この zは xと等しいとは限りません．代表元の取り方が異なるわけ
です．
しかし，この zを用いて fR(ρ(x)) = f(z)としても，zは xとRにつ
いて同値ゆえ f(x) = f(z)となります． 結局

f(x) = fR(ρ(x)) = fR(ρ(z)) = f(z)

が成り立っています．

Gf = {(ρ(x), f(x))|x ∈ X}
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　として
(ρ(x), f(x)), ρ(z), f(z) ∈ Gf

で ρ(x) = ρ(z)なら f(x) = f(z) が成り立っていますのでGf は関数
のグラフになっています．

(2) 次に，fRが全射であることを確認します．
yが f(X)の元ならあるX の元 xが存在して y = f(x)です．
この xの同値類 ρ(x) ∈ X/Rに fRを作用させれば

fR(ρ(x)) = f(x) = y

です．
即ち，

(∀y ∈ Y )(∃s ∈ X/R)(fR(s) = y)

これは fRであることを示しています．

(3) 今度は，fRが単射であることを確認します．
s, v ∈ X/R を任意にとり fR(s) = fR(v)とすると
s ∈ X/Rですから，ある x ∈ X が存在して，
ρ(x) = s

同様に v ∈ X/Rですから，
ある z ∈ X が存在して，ρ(z) = v

fRの定義から
fR(s) = f(x), fR(v) = f(z)

これらと fR(s) = fR(v)から
f(x) = f(z)
よって xと zは関係Rについて同値．
従って

s = ρ(x) = ρ(z) = v

s, v ∈ X/Rを任意にとっていましたから

(∀s ∈ X/R)(∀v ∈ X/R)(fR(s) = fR(v) ⇒ s = v)

これは fRが単射であることを示しています．
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(4) 最後に
任意の x ∈ X について

(idY · (fR) · p)(x) = (idY · (fR))(p(x))

= idY (fR(p(x)))

= idY (fR(ρ(x)))

= idY (f(x))

= f(x)

が成り立っています．
よって，

f = idY · (fR) · p

[証明終]
問題
（1）　X = {a, b, c, d}, Y = {0, 1} とします．
f = ({(a, 1), (b, 0), (c, 1), (d, 0)}, X, Y )
の標準分解を求めてください．
（2）f : n ∈ Z 7→ n(mod7) ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
の標準分解を求めてください．
n(mod7)は nを 7で割った余りを表します．

1.6 順序関係

X 上の関係 Sが特に次をみたすとき Sは順序関係と言います．

(1）X の任意の元 x ∈ X について　 xSx　
　

(∀x ∈ X)(xSx)

(2）X の任意の二つの元 x ∈ X,y ∈ X について xSyならば ySx 　　　
　

(∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(xSy and ySx ⇒ x = y)

(3）X の任意の三つの元 x, y, z ∈ X について xSy かつ ySz ならば
xSz 　　　　　

(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (∀z ∈ X) ((xSy and ySz) ⇒ xSz)
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以後，xSyを x ≤ yで表します．

(1)X の任意の元 x ∈ X について　 x ≤ x　　　　

(∀x ∈ X)(x ≤ x)

(2）X の任意の二つの元 x ∈ X,y ∈ X について x ≤ yならば y ≤ x

(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (x ≤ y and y ≤ x ⇒ x = y)

(3）X の任意の三つの元 x, y, z ∈ X について x ≤ y かつ y ≤ z ならば
x ≤ z

(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (∀z ∈ X) ((x ≤ y and y ≤ z) ⇒ x ≤ z)

∆ = {(x, x)|x ∈ X} とおき，写像のグラフと同様に

S−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ S}
S · S = {(x, z)|(∃y)((x, y) ∈ S and (y, z) ∈ S)}

とすると上の条件は以下の (1’),(2’)と同じです．

(1’)
S ∩ S−1 = ∆

　

(2 ’）
S · S ⊆ S

問題
　X = {a, b, c}とするとき
S = {(a, a), (a, b), (b, b), (c, c)}　
は順序関係の例です．他の例を作ってください．

問題　同値関係の説明と同様にして
(1) and (2) and (3) ⇔ (1’) and (2’)であることを示して下さい．
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1.7 全順序

X 上の順序関係がさらに (4）を満たすとき，全順序関係と言います．

(1）X の任意の元 x ∈ X について　 x ≤ x

　　　　
(∀x ∈ X)(x ≤ x)

（2）X の任意の二つの元 x ∈ X,y ∈ X について (x ≤ y)ならば (y ≤ x)
　　　

(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (x ≤ y and y ≤ x ⇒ x = y)

（3）X の任意の三つの元 x, y, z ∈ X について　 x ≤ y　かつ　 y ≤ z

　ならば　 x ≤ z

(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (∀z ∈ X) ((x ≤ y and y ≤ z) ⇒ x ≤ z)

(4）X の任意の三つの元 x, y ∈ X について　 x ≤ y　かまたは　 y ≤ x

　　　
(∀x ∈ X) (∀y ∈ X) (x ≤ y oS y ≤ x)

これと等価な条件は

(1’）S ∩ S−1 = ∆

(2’）S · S ⊆ S

(3’）S ∩ S−1 = X × X

問題　同値関係の説明と同様にして
(1) ～ (4)⇔ (1’) ～ (4’)であることを示して下さい．

問題
　X = {a, b, c}とするとき　
　 S = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, b), (b, c), (c, c)}
　は全順序関係の例です．他の例を作ってください．
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1.8 上界，下界，上限，下限

順序関係が与えられたX の部分集合A ⊆ X について

Xの元 x0がAの上界であるとは　Aの任意の元 aに対して a ≤ x0 であ
ることを言います．
x0がAの上界である⇔

(∀a ∈ A)(a ≤ x0)

item Xの元 y0がAの下界であるとはAの任意の元aに対して y0 ≤ a

であることを言います．
　　　　 y0がAの下界である⇔

(∀a ∈ A)(y0 ≤ a)

Aの上界全体の集合 U [A] が空集合でないとき―すなわち，　 Aの上界
x0 ∈ Xが少なくとも 1つ存在するとき―Aは上に有界であるといい
ます．
Aは上に有界である⇔

U [A] 6= φ ⇔ (∃x0 ∈ X) (∀a ∈ A) (a ≤ x0)

U [A]の最小元を―これが存在すれば―Aの上限といい sup(A)で表します．

sup(A) = min{U [A]}
(∀a ∈ A)(a ≤ sup(A)) and (∀x0 ∈ X) {(∀a ∈ A)(a ≤ x0)

⇒ (sup(A) ≤ x0)}

Aの下界全体の集合 L[A] が空集合でないとき―すなわち，　 Aの下界
y0 ∈ Xが少なくとも 1つ存在するとき―Aは下に有界であるといい
ます．
Aは下に有界である⇔

L[A] 6= φ ⇔ (∃y0 ∈ X)(∀a ∈ A)(y0 ≤ a)

L[A]の最大元を―これが存在すれば―Aの下限といい inf(A)で表します．

inf(A) = max{L[A]}
(∀a ∈ A) (inf(A) ≤ a)

and (∀y0){(∀a ∈ A)(y0 ≤ a) ⇒ (x0 ≤ inf(A))}
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1.9 増加写像・減少写像

　
E,F を順序集合とします。

x, y ∈ Eの順序関係を
x ≤E y

で表し, p, q ∈ F の順序関係を

p ≤F q

で表すことにします。
写像

f : E → F

が与えられたとき, 増加・減少・真に増加・真に減少を以下のように定義
します。

f :増加　
def⇔ (∀x, y ∈ E)(x ≤E y ⇒ f(x) ≤F f(y))

f :減少　
def⇔ (∀x, y ∈ E)(x ≤E y ⇒ f(y) ≤F f(x))

x <E y
def⇔ x ≤E y andx 6= y

p <F q
def⇔ p ≤F q andp 6= q

とするとき,

f :真に増加　
def⇔ (∀x, y ∈ E)(x <E y ⇒ f(x) <F f(y))

f :真に減少　
def⇔ (∀x, y ∈ E)(x <E y ⇒ f(y) <F f(x))

1.10 極大元，極小元，最大元，最小限

順序関係が与えられたX の部分集合A ⊆ X について

m0がAの極大元であるとは　m0がAの元で，Aの任意の元 aに対して
　m0 ≤ aならばm0 = a　であることを言います．
m0がAの極大元であるとは：　

m0 ∈ A and(∀a ∈ A)(m0 ≤ a ⇒ m0 = a)
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l0がAの極小元であるとは　 l0がAの元で，Aの任意の元 aに対して　
a ≤ l0ならば l0 = a　であることを言います．

l0がAの極小元である⇔　

l0 ∈ A and (∀a ∈ A)(a ≤ l0 ⇒ l0 = a)

mが Aの最大元であるとは　mが Aの元で，Aの任意の元 aに対して
　 a ≤ m　であることを言います．
mがAの最大元である⇔

m ∈ A and (∀a ∈ A)(a ≤ m)

lが Aの最小元であるとは　 lが Aの元で，Aの任意の元 aに対して　
l ≤ a　であることを言います．　　 l0がAの最小元である⇔　

l0 ∈ A and (∀a ∈ A)(l0 ≤ a)

最大元，最小元は存在すればそれぞれ唯一つです．

[証明] もし，m1とm2がAの最大元なら定義により

m1 ∈ A and (∀a ∈ A)(a ≤ m1)

m2 ∈ A and (∀a ∈ A)(a ≤ m2)

m1とm2は Aの元ですから，1番目の式の aにm2を代入し，2番
目の式の aにm1を代入すると　　　　

m2 ≤ m1, 　m1 ≤ m2

これからm1 = m2です．最小元についても全く同様にできます．[証
明終り]

問題
以下を示して下さい．

（1）　最大元，最小元はそれぞれ極大元，極小元でもあります．

（2）　最大元，最小元はそれぞれ上限，下限でもあります．

問題
Rを実数の集合とし，R上の順序は中学校時代から習っている大小関係

≤とします．
a < b のときA = (a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b}
について
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(1) Rでの Aの上界全体の集合 U [A]と下界全体の集合 L[A]を求めてく
ださい．

(2) RでのAの上限，下限は存在しますか？　存在すればそれぞれ求めて
ください．

(3) RでのAの最大元，最小元は存在しますか？　存在すればそれぞれ求
めてください．

Qを有理数全体の集合とします．B = {x ∈ Q|1 < x <
√

2} につ
いて

(4) RでのBの上界全体の集合 U [B]と下界全体の集合 L[B]を求めてく
ださい．

(5) Rでの B の上限，下限は存在しますか？　存在すればそれぞれ求め
てください．

(6) Rでの B の最大元，最小元は存在しますか？　存在すればそれぞれ
求めてください．

(7) QでのBの上界全体の集合 U [B]と下界全体の集合 L[B]を求めてく
ださい．

(8) Qでの B の上限，下限は存在しますか？　存在すればそれぞれ求め
てください．

(9) Qでの B の最大元，最小元は存在しますか？　存在すればそれぞれ
求めてください．

問題

X = {a, b, c, d, e}

S = {(a, a), (a, b), (a, c), (a, d), (a, e), (b, b), (b, d), (b, e),

(c, c), (c, e), (d, d), (d, e), (e, e)}

A = {a, b, c}

とするとき

(1)　X でのAの上界全体の集合 U [A]と下界全体の集合 L[A]を求めて
ください．
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(2)　X での Aの上限，下限は存在しますか？　存在すればそれぞれ求
めてください．

(3)　X での Aの最大元，最小元は存在しますか？　存在すればそれぞ
れ求めてください．

1.11 整列順序

1.11.1 整列順序の定義

X 上の順序関係がさらに

(∀Y : Y ⊆ X and Y 6= φ)(∃y0)(y0は Y の最小元))

を充たすとき整列順序であると言います。
X 上に整列順序関係が与えられたとき,X の任意の２元 x, yについての

X の部分集合 x, yは定義により最小元を持ちますから

x ≤ y or y ≤ x

が成立つことになり,X上は全順序集合になります。この逆は必ずしも成立
ちません。全順序集合であっても,整列順序集合でない場合があります。

1.11.2 超限帰納法

X が整列集合とし,P(x)は関係式とします。

(∀x){(x ∈ X) and (∀y : y ∈ X and y < x)(P(y)) ⇒ P(x)}

が成立つとき
(∀x){(x ∈ X) ⇒ P(x)}

が成立ちます。これを自然数での数学的帰納法になぞらえて超限帰納法と
呼びます。[証明] 前半の関係式

(∀x){(x ∈ X) and (∀y : y ∈ X and y < x)(P(y)) ⇒ P(x)}

が成立してかつ
(∀x){(x ∈ X) ⇒ P(x)}

が成立たないとします。

not(∀x){(x ∈ X) ⇒ P(x)} ⇔ (∃x){(x ∈ X) and notP(x)}
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ですから
(∃x){(x ∈ X) and notP(x)}

が成立ち,集合
Y = x|(x ∈ X) and notP(x)

が空集合でないことになります。するとX は整列集合でしたから Y ⊆ X

には最小元 x ∈ Y が存在します。
しかし,任意の y ∈ X, y < xについては not(y ∈ Y)ゆえ, P(y)が成立し

ます。すると仮定した前半の関係式から, P(x)が成立ちこれは x ∈ Yに矛
盾します。[証明終]
順序集合X で,

Y がX の切片
def⇔ (∀y ∈ Y )(∀x ∈ X)(x ≤ y ⇒ x ∈ Y )

X ∈ X について

(←, x) := {y|y ∈ X and y ≤ x and y 6= y}

X を整列順序集合とするとき：

Y ⊆ X, Y 6= X, Y がX の切片 ⇐⇒ (∃x)(x ∈ X and Y = (←, x))

[証明]

Y ⊆ X, Y 6= X, Y がX の切片

とすると：
X \ Y 6= φ

X は整列順序集合だから

m = min{X \ Y }

が存在する。

m ≤ xのとき,x ∈ Y とすると Y がX の切片だからm ∈ Y となり,
矛盾。よって x /∈ Y

よって,

[m,→) = {x|x ∈ X and m ≤ x} ⊆ X \ Y
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x /∈ X \ Y とすると
m = minX \ Y

m ≤ x i.e.x ∈ [m,→)

よって

[m,→) = X \ Y

ゆえに,
Y = (←,m)

逆に, (←,m) がX の切片で (←,m) 6= X は明らか。

[証明終]
X を整列順序集合とするとき：

x ∈ X 7→ (←, x) ∈ S(X)

S(X) = {Y |Y ⊆ X and Y がX の切片 and Y 6= X}

は整列順序について同型。

{Y : Y ⊆ X and X の切片 } = S(X)
∪

{X}

は整列順序集合
[証明]

x, y ∈ X を任意にとるとき,

x ≤ yから

z ∈ (←, x) ⇒ z ≤ x ⇒ z ≤ y ⇒ z ∈ (←, x)

で
(←, x) ⊆ (←, y)

従って
x ≤ y ⇒ (←, x) ⊆ (←, y)
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x ≤ y and x 6= yのとき

(←, x) = (←, y)

とすると
[x,→) = [y,→)

から
x ≤ y and y ≤ x

よって
x = y

となり矛盾。よって,

(←, x)　 ⊆ (←, y) and (←, x)　 6= (←, y)

従って

x <⇒ (←, x) ⊆ (←, y) and (←, x)　 6= (←, y)

よって

x ∈ X 7→ (←, x) ∈ S(X)

S(X) = {Y |Y ⊆ X and Y がX の切片 and Y 6= X}

は整列順序について同型。

{Y : Y ⊆ X and X の切片 } = S(X)
∪

{X}

が整列順序集合であることも明らか。（Xを最大元としてS(X)に加える。）

1.11.3 整列可能定理

以下の定理が知られています。

[ツェルメロの整列可能性定理] 　任意の集合 E 上に整列順序が存在す
る。

以下に証明を述べますが,
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Xが有限集合か,自然数の集合Nとの間に双射が存在するなら整列順序
を入れることは難しくありません。実際,双射

k : x ∈ E 7→ τ(n) ∈ N

があれば,Eの順序を

x ≤ y
def⇔ k(x) ≤ k(y) (x, y ∈ E)

で定義すればこの順序関係は整列順序になります。ただし,この資料では,
第 5章で集合の基数を定義して,それによって始めて自然数が定義されます。

Nとの間に双射が存在しなくても,順序を定義する方法の,アイデアの一
つは,次のようなものです。
まず,x ∈ Eを一つ取り出し,これを定義したい順序で,最初の要素としま

す。次に E \ {x}から要素 y ∈ X を取り出し,これを xの次の要素としま
す。さらに E \ {x, y}から要素 z ∈ X を取り出し,これを yの次の要素と
します。無論は Eは無限集合で,しかも,Nとの間に双射が定義されず,１
番目,２番目,…,と要素の選択を「数学的帰納法」で定義できないかもしれ
ません。
そこで,任意のE部分集合 Y ⊆ X に対して,

τ(Y ) ∈ E \ Y

となるような写像 τ を作ります。このような写像は,Eのべき集合

B(E) = {Y |Y ⊆ E}

を使って造られる集合の族,

(PY ), Y ∈ C
PY = E \ Y

C = B(E) \ {E}

の多重直積∏
(Y ∈ C)PY = {f |f : Y ∈ C →

∪
Y ∈C

PY , (∀Y ∈ C)(f(Y ) ∈ PY )}

の元 τ を使います。この集合が空集合でないことは,

Y ∈ C = B(E) \ {E}, PY = E \ Y 6= φ)

ですので選択公理によって保証されます。
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τ(Y ), Y ⊆ E, Y 6= E

の直感的な意味は,Y の全ての要素により (順序Rについて)真に大きい要
素で,しかもそのような要素の中では,一番小さい要素です。結局

τ([←, x)) = x

を使って,順序が定義される区間を漸次拡張する方法を使うことになりま
すが,
x ≤ yのとき [←, x)と [←, x) に定義された順序が矛盾の無いように定義
していく必要があります。

[ツェルメロの定理の証明]

上に述べたように,

(PY ), Y ∈ C
PY = E \ Y

C = B(E) \ {E}

とすると
Y ∈ C = B(E) \ {E}, PY = E \ Y 6= φ)

であり,選択公理によってその多重直積∏
(

Y ∈ C)PY = {f |f : Y ∈ C →
∪

Y ∈C
PY , (∀Y ∈ C)(f(Y ) ∈ PY )}

は空集合ではない。この集合の元の一つを τ とすると,

(∀Y ∈ C)(τ(Y ) ∈ E \ Y )

ここで,以下の補題を使えば

(∃F : F ⊆ E)(F 6= C} and F は整列順序集合)

が成立ち,
C = B(E) \ {E}

だったので,
F = E

です。[ツェルメロの定理の証明終]
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[補題]

C ⊆ B(E)

τ : C → E

(∀Y ∈ C)(τ(Y ) ∈ E \ Y )

このとき

(∃F : F ⊆ E)(∃R : R ⊆ F × F and Rは F 上の整列順序)

{(∀x ∈ F )((←, x)R ∈ C and τ((←, x)R) = x)

F 6= C}
ただし, (←, x)R = {z|z ∈ F and z ≤R x}
で,順序 z ≤R xはRで定義される。((z, x) ∈ R)

[補題の証明]

K = {S|S ∈ E × E and Sは dom(S) = {x|(∃y)((x, y) ∈ S}上の整列順序
(∀x ∈ S)((←, x)S ∈ C and τ((←, x)S) = x)}
ただし, (←, x)S = {z|z ∈ dom(S) and z ≤S x}
で,順序 z ≤S xは Sで定義される。((z, x) ∈ S)

とおく。

ここで,

W = {x ∈ S
∩

T |(←, x)S = (←, x)T

and S
∩

(←, x)S × (←, x)S = T
∩

(←, x)T × (←, x)T }

とおくと：

x ∈ W, y ∈ dom(T )を任意にとり,y ≤T xとすると t ∈ W よって

(∀x ∈ W )(∀y ∈ dom(T ))(y ≤T x ⇒ y ∈ W )

x ∈ W, y ∈ dom(S)を任意にとり,y ≤S xとすると t ∈ W よって

(∀x ∈ W )(∀y ∈ dom(S))(y ≤S x ⇒ y ∈ W )
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またW の構成法から

T
∩

W × W = S
∩

W × W

W 6= dom(S)かつW 6= dom(T )とすると

xs = min{S \ W}, xT = min{T \ W}

とおくと,
W = (←, xS)S , W = (←, xT )T

しかし,S ∈ Kから　

(←, xS)S ∈ C, τ((←, xS)S) = xS

同様に,T ∈ Kから　

(←, xT )T ∈ C, τ((←, xT )T ) = xT

よって

xT = τ((←, xT )T ) = τ(W ) = τ((←, xS)S) = xS

ゆえにW の定義から
xT = xS ∈ W

これは
xs = min{S \ W}, xT = min{T \ W}

に矛盾。

以上から
任意の S, T ∈ Kについて

dom(S) ⊆ dom(T ) or dom(T ) ⊆ dom(S)

で

dom(S) ⊆ dom(T )

⇒ S = T
∩

dom(S) × dom(S)

and (∀x ∈ dom(S))(∀y ∈ dom(T ))(y ≤T x ⇒ y ∈ dom(S))

ここで,

F =
∪

S∈K
dom(S)

R =
∪

S∈K
S

とおくと：
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R ⊆ F × F, dom(R) =
∪

S∈K
S = F

任意の x ∈ F について,
(∃S ∈ K)(x ∈ S)

Rの作り方から
(x, x) ∈

∪
S∈K

S F

(x, y), (y, z) ∈ R

とすると,S, T ∈ Kが存在して

(x, y) ∈ S, (y, z) ∈ T

が成立ち, S ⊆ T or T ⊆ S から

(x, y), (y, z) ∈ T or (x, y), (y, z) ∈ S

従って,
(x, z) ∈ T or (x, z) ∈ S

どちらの場合でも
(x, z) ∈ R

(x, y), (y, x) ∈ R

とすると,上と全く同様に S, T ∈ Kが存在して

(x, y), (y, x) ∈ T or (x, y), (y, x) ∈ S

どちらの場合でも
x = y

任意の x, y ∈ F について, S, T ∈ Kが存在して

x ∈ S or y ∈ T

これについても S ⊆ T or T ⊆ S から

x, y ∈ S or x, y ∈ T
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S, T ∈ Kは整列順序ゆえ全順序でもあるので

(x, y) ∈ S or (y, x) ∈ S

または
(x, y) ∈ T or (y, x) ∈ T

どちらにしても,
(x, y) ∈ R or (y, x) ∈ R

結局,Rは F 上の全順序になる。

D ⊆ F

を任意にとると：S ∈ Kが存在して

dom(S)
∩

D 6= φ)

dom(S)は整列集合で,

dom(S)
∩

D ⊆ S, dom(S)
∩

D 6= φ

から, dom(S)
∩

Dには最小元 d ∈ dom(S)
∩

Dが存在する。

ここで,任意の x ∈ D について T ∈ Kが存在して

x ∈ dom(T )
∩

D

で,S ⊆ T or T ⊆ S から

T ⊆ S のときは

x ∈ dom(T )
∩

D ⊆ dom(S)
∩

D

より,dは dom(S)
∩

Dの Sによる最小元なので,

(d, x) ∈ S i.e. d ≤S x

これから
(d, x) ∈ R i.e. d ≤R x
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S ⊆ T のときは

(∀x ∈ dom(S))(∀y ∈ dom(T ))(x ≤T y ⇒ y ∈ dom(S))

従って,
x ≤T d, x 6= d

とすると,
x ∈ dom(S), x ∈ D

しかし,これは dは dom(S)
∩

Dの S による最小元であること
に矛盾
T は全順序だったので

d ≤T x

これから
d ≤R x

結局, ここで,任意の x ∈ D について

d ≤R x

以上から,Rは F 上の整列順序になっている。

ここで,F ∈ Cとすると,τ についての仮定から

a = τ(F ) /∈ F

であり,

F ′ = F
∪

{a}

R′ = R
∪ ∪

x∈F

{(x, a)}

とおけば, 構成の仕方から,

F ′ 6= F and R′ 6= R

にも関わらず,
R′ ∈ K

でこれは

F =
∪

S∈K
dom(S)

R =
∪

S∈K
S

に矛盾する。[補題の証明終]
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1.11.4 Zörnの補題

[命題]
順序集合 Γの任意の整列部分集合Λが Γで上に有界であるとする．この

とき Γには極大元が存在する．

[証明]
Γの順序を∆とする。

C = {Λ|Λ ⊆ Γ and (∃p)(p ∈ Γ \ Λ)((∀g ∈ Λ)(g ≤∆ p)

とし,集合族

{XΛ}Λ∈C , XΛ = p|p ∈ Γ \ Λ) and ((∀g ∈ Λ)(g ≤∆ p)

に選択公理を適用すれば,
τ ∈

∏
Λ∈C

XΛ

が存在して, 任意の Λ ∈ Cに対して

τ(Λ) ∈ Γ \ Λ, and ((∀g ∈ Λ)(g ≤ τ(Λ))

[ツェルメロの定理] の証明に用いた補題を適用すると,

Λ ⊆ Γ, R ⊆ Λ × Λ and RはΛ上の整列順序

が存在し以下を充たす。

{(∀x ∈ Λ)((←, x)R ∈ C and τ((←, x)R) = x)

Λ 6= C}
ただし, (←, x)R = {z|z ∈ Λ and z ≤R x}
で,順序 z ≤R xはRで定義される。((z, x) ∈ R)

x <R y ⇔ (x, y) ∈ R and x 6= y

⇔ x ∈ (←, y)R

⇒ x ≤∆ τ((←, y)R) = y and x 6= y

x <∆ y

すなわち
x ∈ Λ 7→ x ∈ Γ
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は順序 Rと∆について真に単調増加。

x ≤∆ y

とし,
y <R x

とすると,恒等写像が単調増加だから

y <∆ x

となり矛盾。よって

x ≤∆ y ⇒ x ≤R y

結局
(∀x, y ∈ Λ)(x ≤∆ y ⇔ x ≤R y)

ゆえに
R = ∆

∩
(Λ × Λ)

よって,Λは Γの順序について整列部分集合従って,上に上に有界であるか
ら,　
p ∈ Γが存在して

(∀x ∈ Λ)(x ≤∆ p)

一方,
Λ 6= C}

ゆえ,
not(∃p : p ∈ Γ \ Λ)((∀g ∈ Λ)(g ≤∆ p)

従って,
p ≤ q

となる q ∈ Γについて
q 6= p

とすると,
q ∈ Γ \ Λ

から
((∀g ∈ Λ)(g ≤∆ p)

となり矛盾。よって

p ≤ q and q ∈ Γ ⇒ p = q
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よって pは極大元
[証明終]
この命題から以下が得られます。

ツォルン（Zörn）の補題
順序集合 Γの任意の全順序部分集合Λが Γで上に有界であるとする．こ

のとき Γには極大元が存在する．
[証明] 整列順序集合は全順序集合であり
補題の前提条件　⇒ 命題の前提条件　⇒　極大元の存在となってい

ます。
[証明終]

1.11.5 同型定理

[同型定理]

E,F :整列集合⇒
(∃F1 ⊆ F and F の切片)(∃1f)(f : E → F1は整列順序について同型)

or (∃E1 ⊆ E and Eの切片)(∃1f)(f : E1 → F は整列順序について同型)

[証明]

一意性

F1 ⊆ F and Fの切片), f, g : ErightarrowF1は整列順序について同型

とするとき

G = {y|y ∈ E and f(y) > g(y)} 6= φ

とすると,m = min(G)が存在する。

x < m ⇔ x /∈ G

⇒ f(x) ≤ g(x)

⇒ f(x) ≤ g(x) < g(m) (gは真に単調増加)

⇒ f(x) ≤ g(x) < g(m) < f(m) (m ∈ G)
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となり矛盾。よって
G = φ

すなわち,
(∀x ∈ E)(f(x) ≤ g(x))

全く同様にして
(∀x ∈ E)(g(x) ≤ f(x))

よって
f = g

存在性ツォルン（Zörn）の補題を使います。

順序の定義

K = {f : |(∃E1 ⊆ E and Fの切片)(∃F1 ⊆ F and Fの切片)(∃f)(f : E1 → F1は整列順序について同型)}

とおく。f, g ∈ K について

f ≤ g
def⇔ Gf ⊆ Gg and dom(f) ⊆ dom(g) and Rang(f) ⊆ Rang(g)

と定義すると,
f ≤ g

はK上の順序。

帰納的集合

L ⊆ K,L 6= φ

を全順序部分集合とする。

m = (Gm, dom(m), Rang(m))

Gm =
∪

f∈L

dom(m) =
∪

f∈L
dom(f)

Rang(m) =
∪

f∈L
Rang(f)

とおく。
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x ∈ dom(m), y ∈ E, y ≤ x

とすると dom(m)の定義から x ∈ dom(f), f ∈ Lとなる f が存
在し,
dom(f)はEの切片ゆえ y ∈ dom(f) ⊆ dom(m)
よって

(x ∈ dom(m) and y ∈ E and y ≤ x) ⇒ y ∈ dom(m)

従って,dom(m)はEの切片。

z ∈ Rang(m), w ∈ F,w ≤ z

とするとRang(m)の定義から z ∈ Rang(f), f ∈ Lとなる f が
存在し,
Rang(f)は F の切片ゆえ y ∈ Ran(f) ⊆ Rang(m)
よって

(z ∈ Rang(m) and w ∈ F and z ≤ w) ⇒ w ∈ Rang(m)

従って,Rang(m)は F の切片。

x, y ∈ dom(m) and x < y

とすると dom(m)の定義から x ∈ dom(f), y ∈ dom(g), f, g ∈ L
となる f, gが存在し,

Lは全順序部分集合ゆえ

(x, y ∈ dom(f) and f(x) = m(x) and f(y) = m(y)) or　 (x, y ∈ dom(g) and g(x) = m(x) and g(y) = m(y)

どちらにしても,f, gは同型写像ゆえ

m(x) < m(y)

よって

(x, y ∈ dom(m) and x < y) ⇒ m(x) < m(y)

よってm ∈ K
mの構成の仕方から

(∀f ∈ L)(f ≤ m)

よって,Kは帰納的。
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極大元 Kは帰納的だから,ツォルン（Zörn）の補題 により Kの極大元m

が存在。このmについて

dom(m) 6= E and Rang(m) 6= F

とおくと,
dom(m) は Eと異なる切片集合ゆえ, xm ∈ Eが存在し

dom(m) = (←, x0) 6= E

Rang(m) は F と異なる切片集合ゆえ, y0 ∈ F が存在し

Rang(m) = (←, y0) 6= F

しかし,

l = (Gl, dom(l), Rang(l))

Gl = Gm

∪
{(x0, y0)}

dom(l) = dom(m) ∪ {x0} = (←, x0]

Rang(l) = Rang(m) ∪ {y0} = (←, y0]

とおくと lの構成の仕方から

l ∈ K,m < l

となりmが極大元であることの矛盾

[証明終]
[同型定理の系]

1. 整列集合Eについて

(∀E1 ⊆ E and Eの切片)(∀f : EからE1への同型)(f = idE)

2. 整列集合E,F について

(f : EからFの切片F1への同型 and g : FからEの切片E1への同型) ⇒ (E1 = E and F1 = F ) and f = g(−1) and g = f (−1)

3. 整列集合Eについて

(∀E1 ⊆ E)(∃E2 ⊆ E and Eの切片)(∃f)(f : E1からE2への同型)
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[系証明]

1. 恒等写像 idEはEからEへの整列順序についての同型。E自身もE

の切片であるので,定理でE = F とすれば明らか。

2.

(f : EからFの切片F1への同型 and g : FからEの切片E1への同型)

とすると, 合成写像
g ◦ f : E → E

はEからEへの整列順序についての同型　
よって系 1から

g ◦ f = idE

同様に合成写像
f ◦ g : F → F

は F から F への整列順序についての同型
よって系 1から

f ◦ g = idF

よって

(E1 = E and F1 = F ) and f = g(−1) and g = f (−1)

3.
E1 ⊆ E

をとり,整列可能性の定理により,整列順序を入れる。
同型定理によれば, EからE1のある切片 F への整列順序についての
同型が存在する　
かあるいは　
E1からEのある切片E2への整列順序についての同型が存在する　
である。従って,EからE1と異なる切片 F への整列順序についての
同型が存在しないことを示せばよい。

そのような同型 gと切片 F が存在したとすると,
F はE1と異なるから e ∈ E1が存在して

F = (←, e)E1
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gは同型ゆえ,Eから F ⊆ E1への真に増加な写像
よって

g(e) ∈ F = F = (←, e)E1

から g(e) <E1 e

G = {y|y ∈ E and g(y) <E1 y}i

とすると,G 6= φゆえm = min(G)が存在する。

x < m ⇔ x /∈ G

⇒ x ≤E1 g(x)

⇒ x ≤E1 g(x) <E1 g(m) (gは真に単調増加)

⇒ x ≤E1 g(x) <E1 g(m) <E1 m (m ∈ G)

となり矛盾。


