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第1章 集合の基数

議論の厳密性に欠けるところがあるのですが，出来るだけ話を見やすく
するために，集合を要素としてもつ集合Ωを考えます．今後，何かの集合
X を考察するときはX はこの Ωの元とします．
全ての集合が Ωの元という意味ではありません．
さて Ωに次のような同値関係∼を定義します．
Ωの元X,Y 　 (これらは集合ですが) が同値であるとはX から Y への双
射が存在することである．

X ∼ Y
def⇔ (∃f : X → Y )(f :双射)

問題 5.1
　関係X ∼ Y が Ω上の同値関係であることを示して下さい．

(1) Ωの任意の元X ∈ ΩについてX ∼ X 　

(∀X ∈ Ω)(X ∼ X)

(2) Ωの任意の二つの元X ∈ Ω, Y ∈ ΩについてX ∼ Y ならば Y ∼ X

(∀X ∈ Ω)(∀Y ∈ Ω)(X ∼ Y ⇒ Y ∼ X)

(3) Ωの任意の三つの元X,Y, Z ∈ Ωについて
　X ∼ Y かつ Y ∼ Z ならばX ∼ Z 　　

(∀X ∈ Ω)(∀Y ∈ Ω)(∀Z ∈ Ω)((X ∼ Y andY ∼ Z) ⇒ X ∼ Z)

Ωの元X の同値関係X ∼ Y による同値類を Card(X)で表します．
　

Card(X)＝ {Y ∈ Ω｜X ∼ Y }

Card(X)を基数と呼びます．
これはΩに属する集合のうち，Xからの双射が存在する集合全ての集合で
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す．
Ωの同値関係X ∼ Y による商集合をNlikeで表します．

Nlike＝Ω/ ∼＝ {Card(X)｜X ∈ Ω}

# 自然数モドキの定義　自然数モドキ＝基数の集合

1.1 基数の順序関係

Nlike の元である基数 Card(X), Card(Y )には次のように順序関係が定
義できます．

Card(X) ≤ Card(Y )　
def⇔ 　X から Y への単射が存在する

すなわち

Card(X) ≤ Card(Y )　
def⇔ 　 (∃f：X → Y ) (f：単射)

[順序関係であることの証明]

(0)　まず、　Card(X), Card(Y )は同値類ですので，その代表元X,Y の
取り方に上で定義した順序が依存しないことを示す必要があります．

X ∼ X ′, Y ∼ Y ′

すなわち,

Card(X)＝ Card(X ′), Card(Y )＝ Card(Y ′)

とすると
Card(X) ≤ Card(Y )のとき,定義から,XからY への単射f：X → Y

　が存在します．
またX ∼ X’ですから　X からX ′への双射 g：X → X ′　が存在
します．
Y ∼ Y’ですから　 Y から Y ′への双射 h：Y → Y ′　が存在します．

X
f−−−→ Yyg yh

X ′ k−−−→ Y ′
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すると

k＝ h · f · g−1

という合成写像を作れば，kはX ′から Y’への単射になります．
すなわち

Card(X ′) ≤ Card(Y ′)

です．

(1)　恒等写像　
idX：x ∈ X 7−→ x ∈ X

　　 はX からX への双射ですから
　　 X ∼ X 　すなわち Card(X)＝ Card(X)

(2)　 Card(X) ≤ Card(Y )　かつ　 Card(Y ) ≤ Card(Z)のとき
定義からX から Y への単射 f と Y から Z への単射 gが存在し
ます．

X
f−−−→Y

g−−−→Z

それらの合成写像 g · f はX から Z への単射です．
よって

Card(X) ≤ Card(Z)

(3)　 Card(X) ≤ Card(Y )　かつ　 Card(Y ) ≤ Card(X)のとき

Card(X)＝ Card(Y )

(3)の証明 定義からX から Y への単射 f と Y からX への単射 gが存在
します．
このとき f, gのうちどちらかが双射ならX ∼ Y

すなわち
Card(X)＝ Card(Y )

となります．
以下のようにして f, gからX から Y への双射を作り出します．
x ∈ X を任意に選びます．
x1＝ xとおき，次のようにしてXまたは Y の元の列 xn, n＝ 1, 2, · · ·
を構成します．
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1. 　 x1 ∈ g(Y ) ⊆ X 　なら　 gによる逆像 g−1(x1) があります
ので
x2＝ g−1(x1) ∈ Y

2. x1 ∈ X \ g(Y )　なら　 gによる逆像 g−1(x1)が存在しないの
で
x1でこの列の作成手続きは終了
X \ g(Y )はX から g(Y )の要素を取り除いた集合です．

3. x2 ∈ f(X) ⊆ Y 　なら　 f による逆像 f−1(x2) がありますので

x3＝ f−1(x2) ∈ X

4. x2 ∈ Y \ f(Y )　なら　 f による逆像 f−1(x2) が存在しないの
で
x2でこの列の作成手続きは終了．
この手続きを繰り返します．

さて，x ∈ X から出発して

　 x1＝ x ∈ X,

x2＝ g−1(x1) ∈ Y,

x3＝ f−1(x2) ∈ X,

x4＝ g−1(x3) ∈ Y,

· · ·

　

というように列
x1, x2, x3, x4, · · ·が作られて行くわけですが
最初の x ∈ X の取り方によって,

(1)　 x1, x2, x3, x4, · · ·が無限の列になる。（手続きが無限に繰り返
される）

(2)　 x1, x2, x3, x4, · · ·が奇数個の有限の列になる。（手続きが奇数
回目で終了）
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(3)　 x1, x2, x3, x4, · · ·が偶数個の有限の列になる。（手続きが偶数
回目で終了）

のどれかになります．
X を (1),(2),(3)の場合によって分割します．

X1＝ {x ∈ X｜xから作られる列が (1)の場合 }

X2＝ {x ∈ X｜xから作られる列が (2)の場合 }

X3＝ {x ∈ X｜xから作られる列が (3)の場合 }

まったく同様の議論により
y ∈ Y を選び y1, y2, y3, y4, · · ·をることが可能で
y ∈ Y から出発して

y1＝ y ∈ Y

y2＝ f−1(y1) ∈ X

y3＝ g−1(y2) ∈ Y

y4＝ f−1(y3) ∈ X

· · ·

というように列が作られて行くわけですが
最初の y ∈ Y の取り方によって,

(1’)　 y1, y2, y3, y4,…が無限の列になる。（手続きが無限に繰り返
される）

(2’)　 y1, y2, y3, y4,…が奇数個の有限の列になる。（手続きが奇数
回目で終了）

(3’)　 y1, y2, y3, y4,…が偶数個の有限の列になる。（手続きが偶数
回目で終了）

のどれかになります．
Y を (1’),(2’),(3’)の場合によって分割します．
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Y1＝ {y ∈ Y｜yから作られる列が (1′)の場合 }

Y2＝ {y ∈ Y｜yから作られる列が (2′)の場合 }

Y3＝ {y ∈ Y｜yから作られる列が (3′)の場合 }

すると
Y1の任意の元 yに対して必ずX1の元 xが存在して y＝ f(x)となり
ます．このような元が存在しなければ yは Y1の元ではないことにな
ります．
Y1 ⊆ f(X1) 　また，

f(X1) ⊆ Y1も成り立ちます．
　従って，f(X1)＝ Y1となります．

f−1(Y2)＝X3

f−1(Y3)＝X2

g−1(X2)＝ Y3

g−1(X3)＝ Y2

が成り立ちますので，h：X → Y を

h(x)＝ f(x)（x ∈ X1

⋃
X3）

h(x)＝ g−1(x)（x ∈ X2）

で定義すると hはX ＝X1
⋃

X2
⋃

X3から Y ＝ Y1
⋃

Y2
⋃

Y3への双
射になります．
よってX ∼ Y 　すなわち　 Card(X)＝ Card(Y )が成り立ちます．
以上から,

(∀X ∈ Ω)(Card(X) ≤ Card(X)）

(∀X ∈ Ω）(∀Y ∈ Ω）

Card(X) ≤ Card(Y ) and Card(Y ) ≤ Card(Z) ⇒ Card(X) ≤ Card(Z)）

(∀X ∈ Ω）(∀Y ∈ Ω）

(Card(X) ≤ Card(Y ) and Card(Y ) ≤ Card(X) ⇒ Card(X)＝ Card(Y )）
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証明終り

以上でN
¯
Like＝ {Card(X)｜X ∈ Ω}は順序集合であることが判りました．

1.2 基数の比較可能定理（Bernsteinの定理)

さらにNLikeはこの順序≤で全順序集合になります．
すなわち

(∀X ∈ Ω）(∀Y ∈ Ω)(Card(X) ≤ Card(Y ) or Card(Y ) ≤ Card(X)）

これを証明するのには，直感的には以下の議論を行います．

(1)X から元一個を取りだし x1とします．次に Y から元一個を取りだし
y1とします．
x1に y1を対応させる写像を f1とします。　 f1はX の要素一個だ
けからなる部分集合 x1から Y の要素一個だけからなる部分集合 y1

への双射です．

f1：｛x1｝→｛y1｝

(2) 次に，Xから x1を取り去った残りの集合から別の元 x2を取り出しま
す．さらに Y から y1を取り去った残りの集合から別の元 y2を取り
出します．
そして x1に y1を，x2に y2を対応させる写像を f2とします．

f2：｛x1, x2｝→｛y1, y2｝

f1はX の要素 2個だけからなる部分集合 x1, x2から Y の要素 2個
だけからなる部分集合 y1, y2への双射です．f2は f1を拡張したこと
になります．
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(3) こうして，X と Y から順次要素を一個づつ取りだし，写像を拡張し
て行けば
f1：｛x1｝→｛y1｝
f2：｛x1, x2｝→｛y1, y2｝
f3：｛x1, x2, x3｝→｛y1, y2, y3｝
f4：｛x1, x2, x3, x4｝→｛y1, y2, y3, y4｝
· · ·
という，双射の列ができますが，この手続きは，X の要素が尽きる
か，Y の要素が尽きるかによって止まるはずです．

以上の手続きで先にXの要素が尽きればそのときXから Y への単射が
作られていることになりCard(X) ≤ Card(Y )で逆に，Y の要素が尽きれ
ば Card(Y ) ≤ Card(X)です．

しかし，そもそもこの議論はX，Y の要素が x1, x2, · · ·　や　 y1, y2, · · ·
と番号付けできることを前提にしていますが（数学的帰納法を使うには添
え字は自然数でなければならない）、例えば実数の集合の元にはそのよう
な番号付けは出来ません．(Cantor)

そこで定義域がX の部分集合で，値域が Y の部分集合である双射全体
の集合 Γを考え，その Γの任意の元

f ＝（Gf , dom(f), Rang(f)）, g＝（Gg, dom(g), Rang(g)）

に順序を

f ≤ g
def⇔ Gf ⊆ Gg and dom(f) ⊆ dom(g) and 　Rang(f) ⊆ Rang(g)

で定義してこの順序での Γの極大元が存在することを示す方法が考えられ
ます．それを可能にするのが以下の ツォルン補題 です．
ツォルン（Zörn）の補題
Γを順序関係が与えられた空でない集合とします．Γに極大元が存在する
かどうかを判定するのに以下の dツォルン補題 cが知られています．

Γの任意の全順序部分集合Λをとるとき，これが Γで常に上に有界である
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とする．このとき Γには極大元が存在する．

（∀Λ)(Λ ⊆ Γ and (∀x ∈ Λ)(∀y ∈ Λ)（x ≤ yory ≤ x)

⇒（∃m ∈ Γ)(∀x ∈ Λ)（m ≤ x))

⇒（∃m0 ∈ Γ)(m0 ∈ Γ and (∀a ∈ Γ)(m0 ≤ a ⇒ m0＝ a))

これは，数学的帰納法で，d自然数の任意の空でない部分集合が最小元を
もつ cという自然数の集合の整列性を用いましたがこれに相当するもので
す．
この補題は選択公理から証明できますが，ここでは省略します．

このツォルン補題を用いて，

(∀X ∈ Ω)(∀Y ∈ Ω)(Card(X) ≤ Card(Y ) or Card(Y ) ≤ Card(X))

すなわち，任意のX,Y の間にはX から Y へか，あるいは Y からX へ
の双射が存在することをを証明します．
このために定義域がX の部分集合で，値域が Y の部分集合である双射全
体の集合

Γ＝ {f｜f :は双射 and dom(f) ⊆ X and Rang(f) ⊆ Y }

を考え，Γの任意の元

f = (Gf , dom(f), Rang(f)）, g＝（Gg, dom(g), Rang(g))

に順序を

f ≤ g
def⇔ Gf ⊆ Gg and dom(f) ⊆ dom(g)

and Rang(f) ⊆ Rang(g)

で定義します．
問題 5.2
f ≤ g　が Γ上の順序関係を定義していることを示して下さい．
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(1)(∀f ∈ Γ）（f ≤ f）

(2)∀f ∈ Γ）（∀g ∈ Γ）（∀h ∈ Γ）（f ≤ g　 and　 g ≤ h　 ⇒ f ≤ h）

(3)∀f ∈ Γ）（∀g ∈ Γ）（f ≤ g　 and　 g ≤ f ⇒ f ＝ g）

さて，Λを Γの任意の部分集合とし，順序 f ≤ gに関して，全順序部分集
合とします．
すなわち，

（∀f ∈ Λ）（∀g ∈ Λ）（f ≤ g　 or　 g ≤ f）

このとき
問題

m = （Gm, dom(m), Rang(m)）

Gm = 　
⋃

f∈Λ

Gf

dom(m) = 　
⋃

f∈Λ

dom(f)

Rang(m) = 　
⋃

f∈Λ

Rang(f)

と置くと
m ∈ Λであり，mは Λの Γでの上界

（(∀f ∈ Y )（f ≤ m））

であることを示して下さい．
問題とツォルン補題によって，Γは極大元m0 ∈ Γをもちます．
このとき
問題　

dom(m0)＝X または Rang(m0)＝ Y

が成り立っていることを示して下さい．
(ヒント：
背理法によります．dom(m0) 6= X 　かつ　Rang(m0) 6= Y 　とすると，
Γの定義から dom(m0) ⊆ X，Rang(m0) ⊆ Y でしたから，x0 ∈ X であ
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り，かつ x0 ∈ dom(m0)でない
y0 ∈ Y であり，かつ y0 ∈ Rang(m0)でない
x0，y0が存在することになります．しかし，そうするとm0を拡張した
―x0, y0を夫々、m0の定義域，値域に加え，m0のグラフに (x0, y0) を追
加して―
k(x)＝ m0(x)　 x ∈ dom(m0)k(x0)＝ y0 　　という双射が定義できま
すが…)
問題により

m0は双射で dom(m0)＝X またはRang(m0)＝ Y

すなわち

Card(X) ≤ Card(Y )　 or　 Card(Y ) ≤ Card(X)

です．
[証明終り]

1.3 基数の集合の整列性

最後に以下の定理を紹介し終わりとします。
[定理]

Eを基数の集合とするとき,Eは順序 Card(X) ≤ Card(Y ) について整列
順序集合である。

[証明]

集合族
(XS), S ∈ S ∈ E

を ∏
S∈E

S

の元から選びます。

S ∈ E

とするとX ∈ Ωが存在して

S = Card(X), XS ∈ Card(X) (すなわち, (∃f)(f : XS → X and f :双射)
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です。

F =
⋃

S∈E

XS

とおくと,
(∀S ∈ S ∈ E)(∃SF ⊆ F)(S = Card(SF ))

整列可能性定理により Fには整列順序

x ≤F y, x, y ∈ F

が定義される。

また,同定理の系によれば Fのべき集合

B(F) = {K|K ⊆ F}

について,

(∀K ∈ B(F))(∃L : L ⊆ F and : Fの切片)Card(K) = Card(L)

{L|L ⊆ F and Fの切片 }

は集合の包含関係の順序について整列集合であり,その任意の空でない部
分集合は最小元をもつので,写像

τ : S ∈ E 7→ min{L|L ⊆ F and Fの切片 and S = Card(L)}

が定義される。
このとき,

Card(X), Card(Y ) ∈ E and Card(X) ≤ Card(Y )

⇔
Card(X), Card(Y ) ∈ E and τ(Card(X)) ⊆ τ(Card(Y ))

実際,

τ(Card(X)) ∈ {L|L ⊆ F and Fの切片 and Card(X) = Card(L)}

から
Card(τ(Card(X))) = Card(X)



1.3. 基数の集合の整列性 15

同様に
Card(τ(Card(Y ))) = Card(Y )

よって,

τ(Card(X)) ⊆ τ(Card(Y ))

⇒ Card(τ(Card(X))) ≤ Card(τ(Card(Y )))

⇒ Card(X) ≤ Card(Y )

逆に
Card(X) ≤ Card(Y )

とすると,

Card(τ(Card(Y ))) = Card(Y )

より,
D ⊆ τ(Card(Y ))

が存在して
card(D) = Card(X)

第 4章の整列集合の同型定理の系 3 によれば, τ(Card(Y )) 切片,Kが存
在して

Card(K) = Card(D) = Card(X)

従って
τ(Card(X)) ⊆ K ⊆ τ(Card(Y ))

よって

Card(X) ≤ Card(Y ) ⇒ τ(Card(X)) ⊆ τ(Card(Y ))

よって

Card(X), Card(Y ) ∈ E and Card(X) ≤ Card(Y )

⇔
Card(X), Card(Y ) ∈ E and τ(Card(X)) ⊆ τ(Card(Y ))

後者の関係は整列順序であるから,

Card(X), Card(Y ) ∈ E and Card(X) ≤ Card(Y )

も整列順序
[証明終]


